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Okonomische Funktionen im Polyopol
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Erlosfunktion |Lineare Funktion mit y-Achsenabschnitt O und — g4 DE(ng ~ 8|,_4xt Iso bei
E Steigung p. Dabei ist p der (Stlick-)Preis in (p = 8,4. Der Preis liegt also bei
GEME. 8,4 GE/ME)
E(x)=p-x
Der Graph der Erlsfunktion geht immer durch
den Ursprung. An ihm erkennt man, ob es sich
um eine Polypolsituation handelt
(Ursprungsgerade) oder um eine
Monopolsituation (in der Regel nach unten
geoffnete Parabel durch den Ursprung).
- - K(x)
Kosten- Kubische Funktion
DR ) . ’ . : = 0,5x3-6x% + 25x + 4,5
Uberall steigend (also darf K* nirgends negativ i Y
funktion K sein) g ( g g (Kr = 4,5. Die Fixkosten liegen
y-Achsenabschnitt K s (Fixkosten) also bei 4,5 GE.)
in der Regel ertragsgesetzlich — also erst immer
starker steigend, dann immer schwécher
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G(x)

?e‘l’("%a G(x) = E(x)- K(x). = —0,5%% + 6 x>~ 16,6 x- 4,5
unktion Kubische Funktion mit negativem y-

Achsenabschnitt (—K_f) und in der Regel zwei

positiven Nullstellen (Gewinnschwelle x gs und

Gewinngrenze X gg)

und einer negativen (¢Dsk ).

_ _ D(x)

De_ckungs- D(x) = E(x)-K,(x) = G(x) + K. = _05%% + 617~ 16,6 x
beitrag D

Kubische Funktion mit y-Achsenabschnitt Null
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Okonomische Funktionen im Monopol

p(x)= -10x+ 120

in ME

300
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mx+b

Der y-Achsenabschnitt ist der maximale Preis.

fallende lineare Funktion. p(x)

Die Sattigungsmenge X s ist die Nullstelle von p.
zugehorigen Funktionen sind daher fur x aus

Sie markiert zugleich die Grenze der
6konomischen Definitionsmenge. Alle

[ 0; x s ]definiert.

D sk

p ist die einzige Funktion aus der Kostentheorie,

die Uberall fallt.
Der Betrag von m ist die Preissenkung, die notig

ist, um eine ME mehr verkaufen zu kbnnen.

Preisabsatz-
funktion

Frank Mergenthal www.mathebaustelle.de



http://www.mathebaustelle.de/
http://www.mathebaustelle.de/glossar/monopol.pdf
http://www.mathebaustelle.de/glossar/preisabsatzfunktion.pdf
http://www.mathebaustelle.de/glossar/preisabsatzfunktion.pdf
http://www.mathebaustelle.de/glossar/y-achsenabschnitt.pdf

G e

LORE LORENTZ SCHULE

Erlésfunktion | quadratische Funktion mit y-Achsenabschnitt 0. | E(x) = (—10x + 120) - x
E E(x)=p(x)-x = —-10x%> + 120 «x

Der Graph der Erlésfunktion geht immer durch 850

den Ursprung. An ihm erkennt man, ob es | *

sich um eine Polypolsituation handelt o

(Ursprungsgerade) oder um eine 150
Monopolsituation (nach unten gedffnete 100
Parabel durch den Ursprung). 50 /e s
-10012 345878910111213
Kosten- Kubische Funktion (also Grad 3), K(x)
i Uberall steigend (also darf K” nirgends negativ
funktion K o) gend ( g g = 0,5x° — 8% + 47x + 150
y-Achsenabschnitt K (Eixkosten) 4001
350
In den 6konomischen Anwendungen der 200

250
200
150

Analysis begegnet man auf Schritt und Tritt
sogenannten ertragsgesetzlichen

Kostenfunktionen — das sind solche, die erst 100K
degressiv und dann progressiv steigen. 50

0 x in ME
In Bezug auf die kubischen Funktionen sind es Ao 234587 89101919213

diejenigen, die Uberall steigen und ihre
Wendestelle im Positiven haben.

Gewinn- G(x) = E(x)- K(x). G(x)

funktion G Kubische Funktion mit y-Achsenabschnitt (-K) | = -10 x2 + 120 x

und in der Regel zwei positiven Nullstellen — (0,5 x3- 8 x2 + 47 x + 150)
(Gewinnschwelle x gs und Gewinngrenze X gg).

= —0,5x3 — 2x% + 73x-150
350
300
250
200
150
100 K

50 E

0] x Iy ME
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Okonomische Funktionen — Aufgabentypen und
Losungsansatze
(Polypol und Monopol)

Klassische Aufgabentypen ohne Differentialrechnung

Preisabsatzfunktion aufstellen

im Fall eines Monopols (gegeben: z.B:
Prohibitivpreis b und maximale Absatzmenge
oder Sattigungsmenge Xxs)

Achtung: nicht maximale Absatzmenge und
gewinnmaximale Ausbringungsmenge
verwechseln

p(x) =m-x+ b, wobei m < 0.

b ist der Prohibitivpreis.

Die Sattigungsmenge Xs ist die Nullstelle von p.
Ansatz zur Errechnung von m: m - xs + b = 0.

Der Prohibitivpreis liegt bei 120 GE/ME, die
Sattigungsmenge bei 12 ME. Stell die
Gleichung der Preisabsatzfunktion auf.

p(x)=m-x+ 120.

p(l2)=0,alsom-12+120=0 |-120
< 12m=-120 |:12

Definitionsmenge bestimmen
im Fall eines Monopols (gegeben:
Preisabsatzfunktion)

< m=-10
p(x)=-10-x+ 120
Sattigungsmenge oder 6konomische p(x)=0

Bestimme die Sattigungsmenge und die
O0konomische Definitionsmenge.

p(x)=-10-x+120=0 |-120
<-10x=-120 |:(-10)
<x =12

Die Sattigungsmenge liegt bei 12 ME und der
O0konomische Definitionsbereich ist [0 ; 12 ]

Erlésfunktion aufstellen
im Fall eines Polypols (Konstante p gegeben)

E(x)=p-x

(linear, Ursprungsgeradenstiick)

Stell die Gleichung der Erlésfunktion auf.

Gegeben: Der (Stlck-)Preis liegt bei 8,5 GE/ME.
E(x)=85"x

Erl6sfunktion aufstellen
im Fall eines Monopols (Funktion p gegeben)

E(x)=p(x) - X
=(mx+b)-x=mx2 +bx

(quadratisch, Parabel durch den Ursprung, nach unten
geoffnet)

Stell die Gleichung der Erlésfunktion auf.

Gegeben: p (x) =-10 -x + 120.

E(x) = (-10 -x + 120) - x
=-10 -x2+ 120 X.

Gewinnfunktion aufstellen
(wenn E und K gegeben)

G(x) = E(x)-K(x)
Achtung: Klammern um K(x) setzen!

Stell die Gleichung der Gewinnfunktion auf.

E(x) =-10 -x2 + 120 X,
K(x)= 0,5x3-8x2+47 x+150
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G(x)

=-10 -x2+ 120 x — (0,5 x3 - 8 X2 + 47 x + 150)

= -0,5x3-2x2+73x-150
Andere Moglichkeiten, Funktionsgleichungen
aufstellen: Siehe Steckbriefaufgaben
Gewinnschwelle und Gewinngrenze Gx)=0

(X s und X g , Nullstellen von G)

(oder: E(x) = K(x))

Ldsung der Gleichung mit Horner-Schema bzw.
Polynomdivision. Wenn der entsprechende
Taschenrechner zur Verfligung steht Lésung mit polysolv.

Die beiden positiven Lésungen sind Gewinnschwelle (die
kleinere) und Gewinngrenze (die groRere)

Gewinnzone berechnen G(x) =0 (s.0.);
Gewinnzone: [ Xgs ; X ]
Berechne die Gewinnzone. Gx)=0
-05x%x3-2%x2+73x-150=0

(mit Technologie — ansonsten aussichtslos
oder nur Uber aufwandige
Naherungsverfahren maglich)

Lésung mit solve oder poly-solv ergibt: x = -15,04
(nicht im 6konomischen Definitionsbereich) oder x =
2,28 oder x = 8,76

Gewinnzone [ 2,28 ; 8,76 ]

Kosten berechnen (bzw. Erlés oder
Gewinn/Verlust) bei gegebener

Ausbringungsmenge von x o ME.

Einsetzen: K ( xg )
(bzw. E ( xo ) oder G ( x, ))

In der Produktionsperiode wurden 2 ME
produziert und verkauft. Berechne den
Gewinn bzw. Verlust.

G(2) = —16.
Es entstand ein Verlust in Hohe von 16 GE.

Ausbringungsmenge berechnen bei gegebe-
nen Kosten, Erlés oder Gewinn/Verlust) von
yo GE.

K(x) =y, l6sen

(bzw. E(x) =1y, oder G (X)=Yo)

Ldsung der Gleichung je nachdem linear oder mit
guadratischer Ergédnzung oder Polynomdivision

Differentialrechnung: Bestimmung weiterer Funktionen

Grenzkostenfunktion K~ aufstellen,
d.h. K ableiten

Wenn K die Gleichung K (x)=ax3+bx2+cx+d
hat, so gilt:

K'(x) =3a x 2+ 2b x+c.

Bestimme die Grenzkostenfunktion.

K(x)=05x3-8x2+47x+ 150
K(x)=15x2-16 x + 47

Grenzgewinnfunktion G~ aufstellen,
d.h. G ableiten

Wenn G die Gleichung G (x)=ax3+bx?+cx+d
hat, so gilt:

G'(x) =3ax?+2bx+c.

Gib die Gleichung der Grenzgewinnfunktion
auf.

G(x) = —05x>—2x*+ 73 x-150
G'(x)= —1,5x*—24x+73
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Anwendungen Differentialrechnung: Erlésmaximierung im Monopol

erldsmaximale Ausbringungsmenge

(XEmax ) Pzw. maximalen Erlos berechnen im
Fall des Monopols.

1. Mdéglichkeit: maximale Absatzmenge (zweite
Nullstelle der Erlésfunktion) ist bekannt:

XEmax = X ma /2

2. Mdglichkeit: mit Differentialrechnung:
erlésmaximale Ausbringungsmenge:
notwendige Bedingung: E (x)=0
hinreichende Bedingung:

E'(x)=0AE " (x)<0(Bed. fir Maximalstelle)
Einsetzen von x in E” zur Uberpriifung, ob das
Ergebnis negativ ist — Hinweis: E " ist eine
Konstante! Damit ist X emax berechnet.
maximaler Erlds: Einsetzen in E: E ( X Emax)
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Anwendungen Differentialrechnung: Gewinnmaximierung

Gewinnmaximale Ausbringungsmenge

gewinnmaximale Ausbringungsmenge:

gewinnmaximale Ausbringungsmenge X Gmax
und maximalen Gewinn berechnen

notwendige Bedingung: G'(x) =0

In der Regel erhélt man zwei Lésungen X 1 und X »
fur diese Gleichung. Oft ist x 1 < 0 und muss daher
nicht weiter untersucht werden.

hinreichende Bedingung fur lok. Maximalstellen:
G (x)=0AG7(x)<0

Einsetzen von x » in G™ zur Uberpriifung, ob das
Ergebnis negativ ist.

Damit ist X emax berechnet.

maximaler Gewinn: Einsetzen in G:

Gewinn

G ( X Gmax)
Berechne die gewinnmaximale notw. Bed.: G'(x) =0
Ausbringungsmenge und den maximalen -15x2-24x+73=0

L6sung mit Hilfe des Taschenrechners (z.B. solve
oder polysolv)

X = -8,44 (nicht im 6konomischen Definitionsbereich)
oder x =5,77

Es kann nur 5,77 sein, sicherheitshalber
Uberpriifung mit der hinreichenden Bedingung:

G"'(xX)=-3x-24

G (5,77)=-3 5,77 - 24 <0, also liegt bei x =5,77
eine lok. Maximalstelle vor.

Maximaler Gewinn: G (5,77 ) = 102,5.

Der maximale Gewinn betrégt ca. 102,5 GE.

Cournotscher Punkt im Fall des Monopols

Gewinnmaximierung (G’ (x) = 0)

Einsetzen in p: p ( X gmax)
Cournotscher Punkt: (X gmax | P ( X cmax ))

Geben Sie den Cournotschen Punkt an

Die gewinnmax. Ausbringungsmenge wurde oben
schon bestimmt: Xemax = 5,77
p(5,77) = 70

C(5,77170)

weitere Aufgabentypen:
Siehe Steckbriefaufgaben

(uebersicht oekonom anwendungen ste

ckbrief _mit_diffrech.pdf)
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weitere Kostenfunktionen: ausgehend von der (Gesamt-)Kostenfunktion

K(x)=ax3+bx?+cx+d,wobeid=K¢

Grenzkostenfunktion K *

K’(x)=3ax?+2bx+c.

AN

41

.
.

0512345

6 7 8 9
Wissenswertes iiber der Grenzkostenfunktion:
lhre Minimalstelle ist die Wendestelle von K,

ihre Schnittstelle mit k , ist das Betriebsminimum,
ihre Schnittstelle mit k ist das Betriebsoptimum.

10 11 12 13

ffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffffff

----------------------------------------------------------------------------

_xin ME

01 2 3 45 6 7 8 9

10 11 12 13

variable (Gesamt-)kostenfunktion K Kyv(x)=ax3+bx?+cx.

(Grad 3, geht durch den Ursprung)

Geben Sie die Gleichung der variablen K(x)=0,5x3-8x2+47x+150
Kostenfunktion an. ke(X)=0,5x2-8 x+47

variable Stiickkostenfunktion k y kv(X)=ax?+bx+c.

 xin ME

01 2 3 4 5

6 7 8 9

10 11 12 13
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(quadratisch, nach oben getffnet)
Wissenswertes uber k, : IThre Minimalstelle ist das
Betriebsminimum, ihr minimaler Wert die kurzfristige

PUG.
Stellen Sie die Gleichung der variablen kv(x)=0,5x2-8x+47
Stuckkostenfunktion auf.

Stuckkostenfunktion k k (x)=ax3+bx?+cx+d/x.

0 ! ; ! Xin IVIE\

-10§1234§5678§9101112ﬁ1§

(gebrochen-rational, die y-Achse ist Asymptote)
Wissenswertes uber k : Ihre Minimalstelle ist das
Betriebsopzimum, ihr minimaler Wert die langfristige

PUG.
Wie lautet die Gleichung der k(x)=0,5x%x2-8x+47 + 150/x
Stuckkostenfunktion?
Betriebsminimum X gm und kurzfristige 1. Mdglichkeit:
Preisuntergrenze k v minimieren:

notwendige Bedingung: k" (x)=0.

hinreichende Bedingung: ky"(x) =0 A k" (x) >0
o6konom. Bedeutung: sinkt der Preis (auch Die so berechnete Stelle ist X gy .

nur kurzfristig) unter die kurzfristige PUG, so | kurzfr. PUG =k, (XBm )

muss zur Verlustminimierung die Produktion . .
eingestellt werden. 2. Moglichkeit:

Schnittpunkt von K~ und k , berechnen:
K*(x)=ky(x)

Ergebnis in k einsetzen (oder in K )

Bestimmen Sie rechnerisch das kv(x)=0,5x2-8x+47
Betriebsminimum kv’ (x)=X-8

kv”(X):l

notw. Bed.: kv"(x)=0
x—8=0

< x=8 (Das muss das Betriebsminimum sein. Es
fehlt sicherheitshalber noch ein Argument dafr,
dass 8 wirklich eine lok. Minimalstelle ist.)

hinr. Bed.:

kv"(8)=1>0, also lokale Minimalstelle.

Somit liegt das Betriebsminimum bei 8 ME.
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Betriebsoptimum xg, und kurzfristige
Preisuntergrenze

o6konom. Bedeutung: sinkt der Preis unter die
langfristige PUG, so kann kein Gewinn mehr
erzielt werden.

1. Méglichkeit:
K minimieren

graphisch: Tangente an K einzeichnen, die durch
den Ursprung geht.
rechnerisch: (Schwierigkeit: Ableitungen von k)

d

k(x)=ax2+bx+c+;
d
k(x)=2ax+b—;

2d
k"(x) = 2a+ 3
notwendige Bedingung: k" (x)=0.
hinreichende Bedingung: k' (x)=0 A k" (x)>0
Die so berechnete Stelle ist X go .
langfr. PUG = k (Xgo )

2. Méglichkeit:

Schnittpunkt von K~ und k berechnen:
K'(x) = k(x)
Ergebnis in k einsetzen (oder in K ")

Links zu 6konomischen Funktionen: hier
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